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Abstract

Based on the Gibbs’ theory of surface effects a thermodynamic description of a heterogeneous
system consisting of s clusters of a new phase in the otherwise homogeneous medium is given. The

influence of the finite size of the system or the depletion of the surrounding the clusters medium on -

the work of formation of critical clusters is determined for different thermodynamic constraints. Be-
sides the variations of the parameters of the critical clusters finite-size effects lead to the existence

of additional states obeying the necessary thermodynamic equilibrium conditions and to a correction
term AW in the equation for the work of formation of critical clusters. It is shown that AW is
always negativ. This term AW is, however, overcompensated by the changes of the nucleation work
due to the variations of the parameters of the critical clusters. The general results are illustrated by
an analysis of the process of an isochoric condensation of a one-component gas in a closed system.

1. Einleitung

Die fluktuationsbedingte Herausbildung rdumlich eng begrenzter Bereiche einer neuen
innerhalb einer zunichst homogenen metastabilen Phase, deren Wachstum oder Zer-
fall, ist ein wesentlicher Mechanismus, tiber den sich Phaseniiberginge 1. Art voll-
ziehen kénnen.

Grundlegende Arbeiten zur theoretischen Beschreibung dieser Prozesse, zur Theorie
der Keimbildung, wurden, basierend auf den Arbeiten insbesondere von Gisss [1],
OsTwALD [2], THOMSON [3], durch FARKAS [4], VOLMER [5], BEckeER und DORING [6],
KASCHEW und STRANSKI [7], FRENKEL [8], ZELDOWITSCH [9] erbracht.

Die in diesen Beitrigen formulierte sogenannte klassische Keimbildungstheorie ist

in vielen Fillen in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebrﬁssen [10].
Dies weist darauf hin, daB die Theorie wesentliche Seiten des Keimbildungsprozesses
sumindest unter bestimmten Randbedingungen und fiir bestimmte Stoffklassen richtig
beschreibt [14]. . '

Versuchte Verbesserungen der klassischen Keimbildungstheorie in Richtung der
praziseren Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften der Keime, z. B. [11],
fiihrten teilweise zu einer schlechteren Ubereinstimmung zwischen Experiment und
Theorie bzw. wurden nicht allgemein akzeptiert [12]. Wir werden daher im weiteren
voraussetzen, daB die thermodynamischen Eigenschaften der Keime mit hinreichender
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Genauigkeit bei Verwendung der makroskopischen. Werte der Oberflichenspannung
beschrieben werden konnen (vgl. auch [13]).

Der klassischen Keimbildungstheorie liegt noch eine weitere Voraussetzung thermo-
dynamischer Natur zugrunde. Bereits GiBBs hat gezeigt, daB in einem unendlichen
einkomponentigen System nur ein Wert des Keimradius existiert, fir den die notwen-
digen thermodynamischen Gleichgewichtsbedingungen fiir das Gesamtsystem Keim
im Medium erfiillt sind. Die reversibel zu leistende Arbeit zur Herausbildung eines
derartigen kritischen Keims ist

W =100,. (1.1)

Hierbei ist o die Oberflichenspannung und 0, die Oberfliche des Keims.

Der durch (1.1) gegebene Wert der Keimbildungsarbeit determiniert im Rahmen der
klassischen Keimbildungstheorie wesentlich die Keimbildungsgeschwindigkeit [5, 6, 14],
da diese durch die Zahl der Keime bestimmt ist, die je Zeiteinheit den kritischen
Radius 7, erreichen.

Die in der klassischen Keimbildungstheorie angenommene Konstanz der Eigen-
schaften des Mediums entspricht dem Gibbsschen Grenzfall eines unendlichen Systems.
Unter dieser Annahme ist die Keimbildungsarbeit zur Herausbildung eines kritischen
Keims von der Zahl der Keime unabhingig.

Bereits fir den Spezialfall eines einkomponentigen Systems zeigt sich jedoch, daf3 die
Beriicksichtigung der Endlichkeit des Systems zu qualitativen Anderungen des Keim-
bildungsmechanismus flihren kann [15]. Zur Bestimmung dieses Mechanismus ist die
Kenntnis der Keimgrofen und Keimzahlen Voraussetzung, fir die die notwendigen
thermodynamischen Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind, die Stabilitdtseigen-
schaften und die reversibel zu leistende Arbeit zur Herausbildung dieser Keime.

Keime, die den genannten Bedingungen genligen, werden wir im weiteren als Gleich-
gewichts- oder kritische Keime bezeichnen. Unter Gleichgewichtskeimen verstehen wir
dabei ein Ensemble von Keimen, deren charakteristische Parameter einem relativen
Minimum des charakteristischen thermodynamischen Potentials entsprechen, kritische -
Keime entsprechen Maxima bzw. Sattelpunkten des thermodynamischen Potentials.

In der vorliegenden Arbeit soll in Weiterfiihrung von Untersuchungen von RUSANOW
[16] dargelegt werden, welche Aussagen sich aus der Thermodynamik fiir die Beschrei-
bung von Keimbildungsprozessen in mehrkomponentigen geschlossenen isothermen
Systemen ableiten lassen. Chemische Reaktionen mdégen nicht ablaufen. Es gelte also
im weiteren stets: ' ‘

n; = const., T = const., (1.2)

n; ist die Gesamtmolzahl der i-ten Komponente im System, T die (von auBen konstant
gehaltene) Temperatur. Insbesondere soll fiir verschiedene Zusatzbedingungen (kon-
stantes Gesamtvolumen bzw. konstanter Druck p) analysiert werden, welchen Einflul
die Beriicksichtigung der Endlichkeit des Systems und die Wahl der Randbedingungen
auf den Keimbildungsproze3 hat (s. auch [19, 23-26]).
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2. Der Einflufl der Endlichkeit des Systems auf die Keimbildungsarbeit

Wir betrachten im folgenden ein geschlossenes k-komponentiges metastabiles Aus-
gangssystem. In diesem System koénnen sich durch Fluktuationen s Keime spontan
herausbilden, wobei im weiteren angenommen werden soll, daB sich sowohl die Keime
als auch das Medium in einem inneren Gleichgewicht befinden [16, 17]. Um den hetero-
genen Zustand, bestehend aus s Keimen im Medium, gesteuert zu erreichen, miilite
dem thermodynamischen System von auBen Arbeit zugefithrt werden. Die zur Heraus-
bildung des heterogenen Zustandes mindestens aufzubringende Arbeit wird als Keim-
bildungsarbeit W bezeichnet.

Die Keimbildungsarbeit kann berechnet werden als Differenz der den Randbedin-
gungen entsprechenden thermodynamischen Potentiale des heterogenen Systems
(s Keime im Medium) und des homogenen metastabilen Ausgangssystems [18].

W = AF fir V = const, W = AG fir p = const 2.1

F und G sind die freie Energie bzw. die freie Enthalpie, ¥ und p sind das Gesamt-
volumen des Systems bzw. der dullere Druck. Die freien Energien des homogenen Aus-
gangszustandes Fy,, und des heterogenen Endzustandes Fj. koénnen entsprechend
der Gibbsschen Theorie der Oberflicheneffekte [1] wie folgt geschrieben, werden [17,
19]:

k
Fhom = '—pV + z;uini
i=1

s k k
Fooe = Y. {= 20OVE + Y 4 + 8009) = ¥ + X sy (.2
j=1 i=1 i=1
u) ist das chemische Potential der i-ten Komponente im j-ten Keim, ¢%” ist die Ober-
flichenspannung zwischen dem j-ten Keim und dem Medium, o%? ist die Oberfliche
des j-ten Keims. ,

Die Indizes («x) und (f) kennzeichnen die thermodynamischen Variablen des Keims
bzw. des Mediums, GréBen ohne derartigen Index beziehen sich auf die homogene
Ausgangsphase. Die Summation tber j = 1,2, ..., s erfal3t die Anteile aller s Keime,
die Summation iiber i = 1, 2, ..., k beriicksichtigt die Existenz von k verschiedenen
Komponenten. Aus der prizisierten Bedingung des inneren Gleichgewichts folgt, dafB
bei exakter Beschreibung des heterogenen Systems in (2.2) anstelle von 7 = n{)
+ n{} stehen miiBte, wenn die Dichte der Keimphase hoher ist als die Dichte des

s
umgehenden Mediums. Im umgekehrten Fall wire n, durch iy = ny + Y, n) zu
=1

ersetzen. Die GroBen nfl) sind die in der Gibbsschen Theorie der Oberflicheneffekte
auftretenden ExzeBmolzahlen fiir den j-ten Keim. Wir verwenden im weiteren die
Niherung n) = 0.

Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich ohne prinzipielle Schwierigkeiten verallgemei-
nern, zusitzlich kann auch eine Kriimmungsabhingigkeit der Oberflichenspannung
berticksichtigt werden. ’

60 Z.pbys, Chemie, Bd. 266 H. 5
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Aus der zusitzlichen Randbedingung ¥V = const ergibt sich

2 V3 + v, = const (2.3)

J:

und fiir die Keimbildungsarbeit folgt:
k
W=(@p-p)V+ _Zl(ﬂtﬂ — ) 1

+ .Zl(pﬁ (])) V(J) T Z Z (,ug‘) ,“zﬂ) n + Z 0(1)0(1) (2.4)
j=

j=li=1

Analog erhalten wir fiir die freie Enthalpie:

e
Ghom = Z Mty
i=1

(2.2a)
s k’
Ghet = _ZI { SV + ZMSQ D+ oY 0(’)} +py(V — V) + .Zlﬂiﬂ”iﬁ
j= i=
und bei Beriicksichtigung der Randbedingung (2.3a)
p = pg = const (2.32)
ergibt sich fiir die Keimbildungsarbeit:
=5 =B VO + Y Y6 —
j=1 j=1li=
+ Z (pip — pi) mag + Z foj)Ogj)- (2.4a)
i=1 j=1 ,
Die notwendigen Gleichgewichtsbedingungen lauten
dF,, =0, fir V = const, ' (2.5)
dGye, = 0, fiir p = const. ‘ (2.5a)

Die Ausdriicke fiir dF,., und dGy,, nehmen entsprechend der Gibbsschen Theorie
bei Berticksichtigung der Nebenbedingungen (2.3) und (2.3a) folgende Form an:

K do )] .
dFpee = ), {(P — PP + o 6V“’> v+ Z () — ap) dn(’)} (2.6)

s aoy)
dGhet — z {<p _ pg) g) an) (1) + Z (M(J) 1/3) dn(’)}. (2.6&)
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Sie sind formal identisch. Der einzige Unterschied besteht darin, daB p, in Gl (2.6a)
als ein von auflen vorgegebener Parameter zu betrachten ist.

Als notwendige Gleichgewichtsbedingung erhalten wir bei Annahme sphérischer
Keime mit dem Radius r{’ fiir beide Randbedingungen folgendes Gleichungssystem
zur Bestimmung der Keimparameter:

PP — pg = —2%_])), i=1,2,..,k;

Q2.7

Mfi)—ﬂipa J= L2, ..,s

Die Keimbildungsarbeit zur Herausbildung derartiger 'Gleichgewichts- oder kri-
tischer Keime W¢ erhdlt man aus (2.4) bzw. (2.4a) durch Einsetzen der Bezichun-

gen (2.7):

we =Y 1909 + (p—pp)V+ Z (s — w)my, V = const; (2.8)
ji=1
s . . k
=3 4690P + Y (uiy — w)m, p = const. (2.8a)
j=1 i=1

Sie setzt sich aus zweil Anteilen zusammen :
We = Waivns + AW(V]s) (2.9)

Hierbei ist mit Wgyys der (stets positive) Anteil der Keimbildungsarbeit bezeichnet,
der dem Gibbsschen Resultat (1.1) fiir s Keime entspricht.

Waibes = ). % aP09. (2.10)
j=1 '

Der Korrekturterm AW(V/s) beschreibt Beitrdge zur Keimbildungsarbeit, die sich
aus der durch die Keimbildung hervorgerufenen Anderung des Zustandes des Mediums
ergeben. Ist die Zustandsdnderung des Mediums relativ gering, so kénnen zur Ab-
schitzung des Vorzeichens des Korrekturterms bei Voraussetzung der Nebenbedingun-
gen V = const die GréBen p, und u;; als Funktionen der Dichten g, der einzelnen
Komponenten aufgefaBt und in eine Reihe nach den Dichtednderungen -des Mediums

zerlegt werden:

pp = (T, 01 + Doy, ooy 0 + Do),

pﬁ "‘p(T O1> - )Qk) + Z —AQl ~ z AQl AQma
=1 a@l 21 Lm OQm
pip = pil(T, 01 + Do1s ooy + Aok)s
< o (2.12)
iB = i T, 5 sy ) -+ _'l— A A me
tig = (T, 015 s O l; %, + [Z 69169,,, EAY:

Ap, ist die durch die Keimbildung hervorgerufeene Dichteinderung des Mediums.

60*
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Fiir den homogenen Ausgangszustand gilt die Gibbs-Duhemsche Beziehung in der
Form: ‘ :

k S -
—Vdp + Y ndu, =0 V= const S . . (2.13)
. | |

i

Mit der aus dieser Gleichung folgenden Formel

LAWR E |
(6@z> fz‘l@i<691> o @14

kann AW(V]s) bei Beriicksichtigung der Terme bis zur zweiten Ordnung in Ag, wie
folgt geschrieben werden: : :

k k
AW(_V_>= _ryy %&AQiAQ,. L @19

Dieses Resultat erhiilt man auf analoge Weise auch fiir den Fall p; = const.
Auf Grund der Metastabilitit des Ausgangszustandes ist die quadratische Form

ok oy i '
Yy, ——Ag;Ag, >0 (2.16)
i=1/=1 00, S

positiv definit. Dies bedeutet, daBl der Korrekturterm AW(F]s) im betrachteten Fall
kleiner Zustandsinderungen des Mediums stets negativ ist. Die Terme erster Ordnung
in den Dichtednderungen liefern keinen Beitrag zu AW.

Relativ groBe Zustandsinderungen des Mediums bedeuten, dafl ein entsprechend
hoher Anteil des Stoffes in die thermodynamisch stabile Phase iibergegangen ist. Da
mit einem derartigen Phaseniibergang stets eine Abnahme der charakteristischen

Potentiale Fund G verbunden ist, gilt auch in diesem Fall stets AW < 0.

3. Der Einflub der Endiichkeit des Systems auf die Keimparameter
unter isochor-isothermen Bedingungen

Fine Zustandsinderung des Mediums fiihrt zu einer Verschiebung der Parameter-
werte der Gleichgewichts- bzw. der kritischen Keime im Vergleich zu einem unendlich
- ausgedehnten System und damit ebenfalls zu einer Anderung des Betrages der Keim-

bildungsarbeit. Zur Abschitzung dieses Effektes betrachten wir einen Keim im Medium.
Da explizit keine Wechselwirkung zwischen den Keimen vorliegen soll, sind die er-
haltenen Resultate auch giiltig fiir den allgemeinen Fall der Existenz von s Keimen im

Medium.
Die Keimparameter, insbesondere auch der Keimradius und damit die Oberfldche
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des Keims, ergeben sich im betrachteten-Spezialfall aus folgenden Gleichungen :

Ji = 0145 o5 Oka) — ;“iﬂ(Qma ---anﬁ) =0, i=1,..k;

20
ﬁH‘l = ‘_‘pot(gltxa ooy Qk[x) + pﬂ(@lﬂ; ""Qkﬂ) + _ = 0.

o

(3.1)

Als unabhingige Variable figurieren entsprechend den Gln. (2.6) und (2.6a) die Mol-
zahlen n;, und das Volumen ¥, des Keims. Es gilt:

Mi ' Ay — Ny : |
i = g = — : (3.2
A )

Bei fixierten Molzahlen der Komponenten n;, und fixiertem Gesamtvolumen ¥V ist

(3.1) ein Gleichungssystem von k + 1 Gleichungen zur Bestimmung der Gleich-

gewichtswerte der k& + 1 unabhingigen Variablen. Wir erhalten als Losung von (3.1):
Ry = nioc(Va Ry, ooy nk):

. (3.3)
V{x = V(X(I/, iy oony nk).

Zur Untersuchung des Einflusses der Zustandsinderung des Mediums auf die Werte
der Gleichgewichtsparameter n,,, V, betrachten wir zwei metastabile Ausgangs-
systeme. Die Molzahlen n; und das Volumen dieser Systeme mégen sich um die relativ
geringen Werte An;, AV unterscheiden, die molaren Dichten seien in beiden Systemen
zunéchst gleich. Es gilt also:

oo om 4 A
o =L Mo | : (3.4)
Vv V+ AV
Hieraus folgt:
An;
i s _l_. . N 3.5
NG (3.5)

Entsprechend (3.3) verschieben sich die Gleichgewichtswerte der unabhingigen Varia-

blen bei Anderung der Molzahlen und des Volumens des Ausgangssystems. Es gilt:
I’Z:X; = ni(x(V_i_AV, I’l1 + Al’ll, ees I’lk +Ank), (3 6)
V; = VD‘(V-I-AV,I’ll +A7’ll, ey My +Ank) .

und weiter folgt:

k "
An;, = Oz AV 4y _a”“" An;,
0 j=1\ on;

: . k )
AV, = (e \ay 43 (2P an,.
o j=1\ 0On;

(3.7)




950

J. SCHMELZER u. a.: Thermodynamik und Keimbildung I,

Unter Berticksichtigung der Nebenbedingungen (3.5) ergibt sich hieraus:

k
An,y = AV{ Ot | > <gn’i>@j},
OV i=1 bnj . (3 8)
V. k [ov '
AV, = AV .+ * Yo L.
{ oV J;l(énj)&}

&

Die zur Bestimmung der Volumeninderung des Keims notwendigen GréBen ZV .
oV,

kénnen aus dem Gleichungssystem (3.1) berechnet werden. (3.1) kann wie folgt

onj
geschrieben werden:
ﬁ(ﬂla, vony Mgy le; Ryy ovuy Ay, V)=O i= 1,2,...,k+ 1. (3.9)
Aus der Theorie impliziter Funktionen kann man dann erhalten f20]:
oft  0fy ofi 0fi
anlo‘ anzo‘ Onka Ol’lj
oV, _ 1 of2 0fy . of2 9f2 ' 310
on, 7| Omy T Omg om, (3.10)
bﬁc-l—l aﬁﬂ-l afi;€+1 a.](;c+1
ony, Ony, oy, Omy
oft  Ofi ofi 0fy
anm (31120‘ Onka oV
o0, 1| o | -
o 7| s om0V (3.11)
Oficr1 Ofrs Ofir1 Ofces
0nlot anZ{x bnka OV
oh o o O
61’110‘ anzo‘ Onka OVa
of; 0fs of: 9of
J = anlo‘ 67’120‘ ank(x OVO‘ (3'12)

........

Oficr1 Oficrs

......

Ofir1 Ofss

Ony,

Ony,

on, 0OV,

J ist die Jacobideterminante, ihr Vorzeichen bestimmt, ob die durch (3.1) definierten
Zusténde thermodynamische Gleichgewichtszustinde (/> 0) oder Zustinde vom
Satteltyp (/ < 0) sind. Die Koeffizienten in diesen Determinanten lassen sich wie
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folgt darstellen:

N
O _ Ot Oy 1 Op 1 Oy il=1,2, .k,
anm On,o‘ an,ﬂ ch 6@10‘ Vﬂ anp
d iy Oy 1 & o, 1 E 3
i = g Mﬂ=“"‘_ZQlaL—'—ZQlﬂ_&g‘a
ov, oV, oV, Vyi=1  0py Vg i=1" " 0gy
ors _
on, oV,
o] _ 0p, _ Opy ¢
ov, oV, oV, 2mrd
1 5 op 1 k op o (13
- * 4 B _ ,
Ty, l;th 001, + Vs I;Qlﬁ 00,  2mr}
of; _ Ol ___1_ L 0 Oip
Y A Y
O _ _Omy 1 dmy
bnj Onj Vﬂ OQJﬂ ’
Ofrcs 1 _ __}_ {2@1 aPp . Of e+ 1 =_1__ apﬂ
oV Vﬁ =1 g Oglﬂ ’ On, Vlg anﬁ ]

Hierbei wurde beriicksichtigt, daB die Niherung n{ = 0 entsprechend der Gibbs-
schen Adsorptionsgleichung zu der Konsequenz fiihrt, daB die Oberflichenspannung
nur von der Temperatur abhiingig ist.

Unter Beriicksichtigung von (3.10) und (3.11) erhalten wir aus (3.9):

o afl- i(@m - Qt)M
ony, Ony, Oy, 1=1 0015
% of2 i(@z/} = 01) Ottzy
AV Ony, Ony, Oy 1= a@zp
AVy= — — | . o . (3.14)
JVﬂ U O i(@lﬁ ‘“éz) Bip
Ony, Ong, Oy 1=1 18
Oher s v (0 o0y
ony, Ony, Ony, 1=1 0015
Fiir einkomponentige Systeme folgf aus (3.13), (3.14):
R {(e - 09 (e - w)‘;—;‘:%}. (3.15)
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Betrachten wir z. B. die Herausbildung eines Fliissigkeitstropfens in der Gasphase,

so gilt 05 < 0; @ > 05 Die C‘n‘b‘Ben%ﬁiund%‘i sind' positiv aufgrund der voraus-
e, 0
gesetzten inneren Stabilitit der Volumenphasen. '

Sind also die Zustdnde (3.1) thermodynamische Gleichgewichtszustande (J > 0), so
wichst die KeimgroBe bei Zunahme des Volumens ¥ des Systems an. Sind die Zu-
stinde (3.1) instabile Gleichgewichtszustinde (J < 0), so nimmt das Volumen des
kritischen Keims mit Zunahme des Volumens des Gesamtsystems ab. Die Verringerung
des Volumens des Systems fiihrt also zu einer Vergréferung der Radien der kritischen
Keime und zu einer Verminderung der Radien der Gleichgewichtskeime im Vergleich
zu einem gréfferen System. : N .

Speziell fiir die thermodynamischen Gleichgewichtszustdnde kann die Verminderung
des Keimradius bei Beriicksichtigung der Dimensionseffekte als cine spezielle Form des
Wirkens des Prinzips von le ‘Chatelier-Braun interpretiert werden [21]. Die Ursache
(Herausbildung eines Keims) fiihrt zu ciner Wirkung (Anderung des Zustandes des
Mediums), die ihrerseits der Ursache entgegenwirkt (Verminderung des Keimvolu-
mens). Analog zur dargelegten Methodik kénnen Ausdriicke fiir die Anderung der
Molzahlen der Komponenten des Keims bei Anderung des Ausgangsvolumens V7
erhalten werden. Fiir die Komponente n,,, ergibt sich z. B.:.

i ou, i O O
l; (Qlﬁ Ql) OQZ/} @nzo‘ " ank(x 6 VO‘
k 0 ) of, O
Z (Qlﬁ . Qz) U2p fz . fz .fz
AV I=1 0015 OHag on, 0V,
Anlo‘ = — —:}7— . e . .‘ ................ (316)
' i(@l — o) Oty Y .- Ok O
=1 ¢ anﬂ al’lm Onktx aVo‘
k ops O 0 Ofr
S (01 — 01p) ps Ofuet firr Ofist
=1 0015 0Ny, on, 0V,
Fiir den Spezialfall eines-einkomponentigen Systems folgt:
AV . dug (0.0 — 0p) O o .
An, = + oo (o — o) =2 ) 8 ©u—0p) OHa _ e (3.17)
JV, 0¢; V, 004 27y,

Fiir J > 0, g, > 0, ist der Ausdruck in den geschweiften Klammern wieder positiv.
Ist also der heterogene Zustand ein thermodynamischer Gleichgewichtszustand, so
nimmt fiir den betrachteten Spezialfall der Herausbildung eines Fliissigkeitstropfens
in der Gasphase die Teilchenzahl im Keim mit zunehmendem Volumen des Ausgangs-
systems bzw. des Keims ¥, zu. Fir die kritischen Keime kann eine allgemeine Aussage
iiber die Anderung der Teilchenzahl nicht getroffen werden.

Fiir die Anderung der Keimdichte

ny + Ang My (3.18)

Ath = -
V, + AV, V,
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erhalten wir niherungsweise

Doy = —— {An, — 0, AV, | L (3.19)
und hieraus
2 AV c 0
Aoy = = (05 — 0) —— L (3.20)
3 JV“V,, ¥y OQ,,

Im untersuchten Spezialfall nimmt also die Dichte des Gleichgewichtskeims mit
wachsendem Volumen ¥ ab und die Dichte der kritischen Keime nimmt zu.

Allgemeine Ausdriicke fiir die Dichtednderung der Keime lassen sich auch fir
k-komponentige Systeme analog formulieren.

4. Der Einfluff der Endlichkeit des Systems auf die Kelmparameter
unter isotherm-isobaren Bedingungen
Die Parameter der Gleichgewichts- bzw. kritischen Keime bestimmen sich auch
unter isobaren Bedingungen aus dem Gleichungssystem (3.1), (3.2). Der hier zu be-
handelnde Fall unterscheidet sich vom isochoren, da p, als ein von aullen fixierter
Parameter und ¥ als abhiingige Variable zu betrachten ist. Es gilt:

V= VOC + Vﬁ(nl = Py ooy Mg = Niys .pﬁ) ‘ ' o (41)

Die Gleichungen (3.1) enthalten folglich als Parameter n,, n, ..., m, pp und als
Variable .7y, Moy, «oos Hras Va», V. Zur eindeutigen Bestimmung der Keimparameter
benétigt man folglich noch eine weitere Gleichung, z. B. die Zustandsgleichung des
Mediums. Nach der.in Abschn. 3 dargelegten Methodik erhdlt man fur AV, und

An,, folgende Ausdriicke:

oft  Of1 0f1 i Opt1p
O
ony, Ony, Oy, 1=1 005
of, 0 0 k9
fz f2 12 ZQL Uap
AV Onm anza an,m I=1 anﬁ
AVOC = 7— L A R R S R (4.2)
Plofe ok - Ofk }Ii o Ol
Ony, OMNay Oy, I=1 00
Ofics Wer i
on,, Ony, Oy
i a/hp of1 Ny of1 6f1
o 0015 ONzg ong, oV,
Ap |
Any, =_JV. £ Oy O O O @3
=1 0015 OMfy, Oy, OV,
0 aﬁﬂ-l . af;H-l 'aﬁc+1
075, Ony, OV,
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J bestimmt sich aus Gl. (3.12).
Dabei gilt fiir isobare Bedingungen:

o _ 1 Ope 1 Opy

anla sz OQl«x Vﬂ anﬂ

of; ou; 1 k 0 io .

i O L s, O 10k, [ (4.4)
oV, oV, Vo =1 0gy,

it 1 _ oy . Ofirs - 0p, _ 7

on, oV, OV, oV,  2mr?

Fiir einkomponentige Systeme unter isotherm-isobaren Bedingungen existieren nur
Losungen des Gleichungssystems (3.1), die heterogenen Zustinden mit identischen
Keimen entsprechen. Sdamtliche diese Zustdnde sind instabile Gleichgewichtszustinde
vom Satteltyp. Die Keimparameter sind dabei nicht abhéngig von der Zahl der Keime
und von der SystemgroBe [19]. Dies folgt auch aus den Gln. (4.2) und (4.3). Fiir ein-
komponentige Systeme ergibt sich stets An,, = AV, = 0.

5. Diskussion der Ergebnisse

Am Beispiel der isochoren Kondensation einer (inkompressiblen) Fliissigkeit in einem
(idealen) Gas sollen im weiteren fiir einkomponentige Systeme einige der dargelegten
Resultate veranschaulicht werden. Die molare Keimbildungsarbeit pro Keim bzw.
Differenz der freien Energien zwischen dem heterogenen Zustand, bestehend aus
s identischen Keimen im Medium, und dem homogenen metastabilen Ausgangszustand
kann fiir diesen Fall wie folgt aufgeschrieben werden [23, 24]:

AF(r) = 4o ! r? + RT A % (1—9—°>r3

0oV 3 eV 0«
___41 Qa3
+ 1——42&_1’3 In|y 3 eV —Iny}. (5.1)
3 QOyV 1 _ 4TC 1 }’3
3 7

Hierbei ist V = % das System-Volumen pro Keim, y die Ausgangsiibersittigung,

0o die molare Dichte des geséttigten Dampfes iliber einer ebenen Grenzfliche bei der
Temperatur 7, R die universelle Gaskonstante. Abbildung 1 zeigt die molare freie
Kondensationsenergie pro Keim als Funktion des Keimradius fiir verschiedene Werte
von V. Die durch das Maximum (Minimum) des thermodynamischen Potentials be-
stimmten Keimradien, die den instabilen (stabilen) Gleichgewichtszustinden ent-
sprechen, bezeichnen wir im weiteren mit r¢ (rg). Sie ergeben sich ndherungsweise als
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Abb. 1. Die molare freie Kondensationsenergie als Funktion des Keimradius fiir verschiedene

Werte des Systemvolumens pro Keim
Stoff: Ethanol, y = 2, T'= 312,35 K
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Abb. 2. Kritische (-~—~) und stabile (——) Keimradien eines Gleichgewichtskeims in Ab-

héngigkeit vom Systemvolumen pro Keim
Stoff: Ethanol, y = 2, T'= 312,35 K
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Abb. 3. Abb. 4.

Abb. 3. Kritisches Volumen V, fiir die Herausbildung eines minimalen stabilen Keims als
Funktion der Ausgangsiibersittigung
Stoffe: 1 Wasser 3 Benzen T=29315K
2 Propanol 4 Methanol
Abb. 4. Kritisches Volumen V, fiir die Herausbildung eines minimalen stabilen Keims als
Funktion der Ausgangsiibersittigung fiir verschiedene Temperaturen
Stoff: Ethanol, 7, = 78,4 °C, 1 ¢ = 0,2t
2 t = 0,51,
3 ¢t=0,9

Losungen folgender Gleichung [25]:

ny— 2@y -1

O=r*+r|— ! &
_41 ro 1 _ QOy
3 ooV O
1 2 1
+ 7 (5.2)

A4 0s  0RT <1 _ Qoy>2
3 0oV 0x

i
!
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Abb. 5. Abb. 6.

AbD. 5. Teilchenzahl a) des kritischen Volumens V., b) des minimalen stabilen Keims als
Funktion der Ausgangslibersittigung
Stoffe: 1 Wasser 3 Benzen T=29315K
2 Propanol 4 Methanol

1

Abb. 6, Teilchenzahl a) des kritischen Volumens Ve, b) des minimalen stabilen Keims als
Funktion der Ausgangsiibersittigung fiir verschiedene Temperaturen
Stoff: Ethanol, 7, = 78,4 °C, 1t =021
2 t = 0,54,
3t =09,

Abbildung 2 zeigt, wie diese Radien vom Systemvolumen pro Keim abhéngen. Ent-
sprechend GI. (3.15) wiichst der Radius des kritischen Keims mit Abnahme von ¥V an,
wihrend der Radius des stabilen Keims sich verringert.

Die Anzahl der Losungen der G. (5.2) hingt bei fixierten Systemparametern von §
ab. Es existiert ein minimaler Wert V., fir den die beiden moglichen L&sungen von
Gl. (5.2) in einem Gleichgewichtsradius zusammenfallen. Dieses kritische Volumen ¥,
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bestimmt sich aus folgender Gleichung: | .

4<1 _ Qoy>2
7, = (4_” 0a >< 0a 4 %0 >3. (5.3)

4<_
3 oy 1ny—9_°(y—1)> 3 0uRT
0s

Existiert nur ein Keim im System, dann gibt ¥, den Wert des Systemvolumens an, bei
dessen Unterschreitung ein Phaseniibergang prinzipiell nicht mehr {iber den Mechanis-
mus der homogenen Keimbildung erfolgen kann [25], falls die der Betrachtung zugrunde
liegenden Niherungen in diesem Bereich noch giiltig sind (z. B. [13]).

In den Abb.3 und 4 ist ¥, als Funktion der Ausgangsiibersittigung dargestellt.
Die Abb. 5 und 6 zeigen die Teilchenzahl im Volumen ¥, und im minimalen stabilen
Keim in Abhéingigkeit von denselben Parametern.
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Abb. 7. Die molare freie Kondensaiionsenergie der kritischen (~—--) und stabilen ( )

Gleichgewichtzustdnde in Abhédngigkeit vem Systemvolumen pro Keim
Stoff: Ethanol, y =2, T = 312,35 K
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Abb. 8. Der Gibbssche Anteil der molaren freien Kondensationsenergie fiir kritische (---2)

und stabile ( ) Gleichgewichtszustinde in Abhingigkeit vom Systemvolumen
pro Keim

Stoff: Bthanol, y = 2, T = 312,35 K

Die Keimbildungsarbeit zur Herausbildung von kritischen bzw. stabilen Gleich-
gewichtskeimen mit den in Abb. 2 dargestellten Radien ist in Abb. 7 {iber dem System-
volumen pro Keim aufgetragen. Erkennbar ist die Zunahme der Keimbildungsarbeit
beil Verri'ngerung von ¥ bis zu einem maximalen Wert, der fiir das Volumen V, erreicht
wird. Die Abb. 8 und 9 enthalten, fiir kritische und stabile Gleichgewichtskeime,
getrennt den aus Gl. (2.9) folgenden Gibbsschen Anteil (2.10) und den Wert des Kor-
rekturterms AW(¥) als Funktion von V. Wic in Abschnitt 2 dargelegt, ist der Kor-
rektuterm, der durch die Endlichkeit des Systems bedingt wird, stets negativ. In welcher
Weise er den Wert der Keimbildungsarbeit bei Verringerung des Systemvolumens pro
Keim mitbestimmt, héngt, ebenso wie die Anderung der Keimparameter (Abschn. 3)
davon ab, ob sich der betrachtete Keim im thermodynamischen Gleichgewichtszustand
oder im instabilen Zustand befindet.

Die Berticksichtigung der Endlichkeit des Systems wirkt sich auch auf GroBen wie
die mittlere Ubergangs_zeit in die fliissige Phase aus. Da die Wahrscheinlichkeit von
Phaseniibergingen im Rahmen der Keimbildungstheorie wesentlich durch die Arbeit
zur Herausbildung von kritischen Keimen bestimmt wird, werden diese GréSen mit
einer Verringerung von 7 anwachsen. h
Aus Abb. 1 ist weiter ersichtlich, daB fiir das Systemvolumen pro Keim ein Wert v,
existiert, bei dem die Arbeit zur Herausbildung des stabilen Gleichgewichtskeims
gerade Null wird. Die fiir 7 > 7, stabile Phase wird also bei ¥ < ¥, metastabil,
wahrend fiir die vorher metastabile Phase das Umgekehrte gilt. In diesem Fall sind
Ubergéinge in beiden Richtungen mdglich, wobei GréBen wie die mittleren Ubergangs-
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Abb. 9. Der Korrekturterm AW(V) der molaren freien Kondensationsenergie fir kritische
(-——-) und stabile ( ) Gleichgewichtszustinde in Abhidngigkeit vom System-
volumen pro Keim '

Stoff: Ethanol, y =2, T'= 312,35 K

zeiten bzw. die mittleren Verweilzeiten stark vom aktuellen Wert von ¥ abhingen
(vgl. [27]). Praktische Relevanz wird dieses Ergebnis offensichtlich nur dann haben,
wenn die Wechselwirkung zwischen dem Flissigkeitstropfen und dem die Bedingung
V = const realisierenden Festkorper fiir die thermodynamische Beschreibung vernach-
lassigt werden kann.
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